VON DER KLASSISCHEN LOCIK ZUR MODALLOGIK

J.Czermak

@ill man Schilern oder Studenten die Wahrheitstafel fir die materiale Impli-
kation "Wenn A, dann B" - kurz: (A - B) -

A B (A-B)

WWw W ) W ... wahr
(1)

WF F F ... falsch

FW W

FF W

. . ; , L1 a4
erkldiren, gerat man leicht in eine gewisse Verlegenheit , Man kann nattirlich
Beispiele umgangssprachlicher Wenn-dann-Sitze angeben, die eine solche Verteilung
der beiden "Wahrheitswerte" W und F nahelegen, aber eben auch Gegenbeispiele wie

-

etwa "Wenn Homer gelebt hat, dann hat es auch Troja gegeben” oder "Wenn die Venus
einen Mond hat, danﬁ auch Pluto” - sollen diese Sitze einfach schon deswegen wahr
sein, well es Troja ggéeben hat und die Venus kcinen Mond hat? -~ ganz abgesehen

von Reispiclen wie "Wenn Hannibal Rom erobert hat, dann besteht der Mond aus Schimmel~-
kése"; Andrerseits fdllt es nicht so schwer, die Wahrheitstafeln far die Negation
"nicht A" (kurz: —A) und die Konjunktion "A und é" (kurz: (Aﬁ\é)) zu motivieren;

jene Fir "A oder B" (kurz: (AvB)) und "entweder A oder B" kann man dazu beniitzen,

den im Deutschen etwas verwischten Unterschied zwischen ausschlieflendem und nicht

ausschlieflendem Oder zu verdeutlichen (ein Hinweis aufs Lateinische ist ggfs. nitz-

lich):

A | 1A A B (A AB) (Av B) Entweder A oder B
F W oW W W F
F W WF F W
Fw F W
O F F

Ple Schwierigkeiten bei der Motivation der Wahrheitstafeln sind bei der Implikation
besonders deutlich, treten aber auch bei "nicht", “und" und "oder" auf. (So kann

2.B. von den beiden Sdtzen "Emil heiratete und wurde reich” und "Emil wurde reich




.

und heiratete" der eine wahr, der andere falsch sein.) Diese Probleme beruhen

auf dem Extensionalitdtsprinzip (bei Aussagen: man betrachtet nur deren Wahr-
heitswert, nicht ihren "Sinn") und dem Zweiwertigkeitsprinzip (es gibt genau

zwei Wahrheitswerte, niamlich W und F). Da die Einteilung der Russagen in wahre
und Falsche auf Aristoteles zuriickgeht, nennt man die Logik, die von diesen
Voraussetzungen ausgeht, "klassisch", auch wenn sie in vollem Umfang erst in

den letzten hundert Jahren entwickelt wurde und das Kernstick der modernen Logik
darstellt. Im AnschluB daran nennt man jene Mathematik "klassisch”, in der mathe-
matische Aussagen als entweder wahr oder falsch betrachtet werden (im Gegensatz
dazu steht in der konstruktiven oder intuitionistischen Mathematik die ﬁeweis-

barkeit bzw. Widerlegbarkeit mathematischer Aussagen im Vordergrund). Der klas-

sische Standpunkt ist meist - mehr oder weniger bewuﬁt - mit einer Art platonischer

Ontologie verknipft (mathematische Gegénsténde wie Mengen oder Zahlen existieren
unabhingig vom Mathematiker, der sie "entdeckt", nicht "komstruiert"). Der weitaus
tiberwiegende Teil der derzeit an deutschsprachigen Universitdten und Schulen ge-

lehrten Mathematik istklassisch in diesem Sinn.2

Kehren wir zur materialen Implikation zuriick! Legen wir das Zweiwertigkeits- und
Extensionalitdtsprinzip zugrunde und soll daher der Wahrheitswert von "Wenn A,

dann B" nur von den Wahrheitswerten von A und é abhadngen, so bleibt wvon den 16
Mégl@chkeiten, in den vier Zeilen von (1) unter (A—»é) W und F zu verteilen, nur
diese eine tbrig, die einigermafen dem "wenn - dann", wie es der Mathematiker ge-
braucht, entspricht - man kann eben nicht erwarten, daB irgendein Sinnzusammenhang
zwischen A und B besteht. Trotz dieser ganz groben Vereinfachung ist die durch (1)
definierte Implikation fir die klassische Mathematik gerade die "richtige". Sie
wurde iibrigens schon von Philon v. Megara um 300 v. Chr. eingefiihrt, in der
scholastischen Logik diskutiert {worauf noch die ﬁezeichnungen "verum ex quodlibet"
fir die 1, und 3. Zeilé und "ex falso quodlibet” fiir die 3. und 4. Zeile von (1)
hinweisen) und von G. Frege, dem éegrﬁnder der modernen Pridikatenlogik, 1879 fir
seine "Begriffsschrift"3 neu entdeckt. Aber schon in der megarisch-stoischen Logik
wurden andere Implikationsbegriffe entwickelt, so daB Kallimachos im 2. Jhdt.v.Chr.
schreiben konnte: "Es krdchzen selbst die Raben auf den Didchern, welche Impli-
kationen richtig sind?4 Angesichts der scholastischen Alternativen zur materialen
Implikation hdtten auch die mittelalterlichen Raben geniigend Stoff zum Krdchzen..
gehabt, und entsprechendes gi}t, wie wir gleich sehen werden, auch fir ihre neu-
zeitlichen Nachfahren. Der amerikanische Logiker und Philosoph C.I.Lewis hat ab
1912 versucht, einen anderen Implikationsbegriff axicmatisch festzulegen - nicht

als Ersatz fiir die materiale Implikation (die er weiterhin benfitzt), sondernum den

Sinn von "Es ist notwendig, daf B aus A folgt" zu treffen. Betrachten wir etwa
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die "Formeln"

(3) AV (A-B)

(4) (A-B) V (B=A)

(5) —1(A-B)~> A

(6) (A-+B) - < (A ATB) {(wobei . fir "genau dann, wenn" steht)

wahlt man fir A und B beliebige (wahre odexr falsche) Aussagen, SO gehen diese
Formeln in wahre Aussagen iber - was etwas paradox anmutet. Fihren wir Oa

als Abkirzung fir “"Es ist méglich, daB A" ein und definieren wir eine "strikte"

Implikation (A<B) durch
(7) (A< B) sei -1O(AA1B)

("es ist unmdglich, da8 A und nicht B"), so kénnen wir wie Lewis nach Axiomen
far <& suchen, aus denen einerseits (3) bis (6) mit < statt - nicht ableitbar

sind, wohl aber so "plausible" Formeln wie
(8) (AA (A<B)) » B

Lewis hat 5 verschiedene solche Axiomensysteme, die S1,...,S5 genannt werden, auf-
gestellt.5 Wir geben S4 und S5 in einer Formulierung, die auf K. G&del zurlickgeht,
und eln weiteres System T an und wdhlen als Grundbegriff "notwendig" (im Zeichen: [J)
statt "mdglich" (letzteres definieren wir als *das Gegenteil ist nicht notwendig").
Die Formeln unserer formalen Sprache werden mithilfe der Symbole PyiPpiPyr -

(fir Aussagen), den Zeichen iJ, 7,A, Vv und - sowie Klammern gemafl den folgenden

Regeln gebildet:

9.1) Jedes Aussagesymbol Py (L ¢ IN) ist eine Formel.
(9.2) Ist A eine Formel, dann sind auch UJA und —1A Formeln.
(9.3) sind A und B Formeln, dann auch (AAB), (AVB) und (A-B).

Wir fuhren dann folgende Abkirzungen ein:
On fiir ~DO1A, (A «B) fir ((A=B) A (B»3)), (A<B) fir O(a-B).

Wihlt man fir die Aussagensymbole in einer Formel A beliebig Aussagen (far

gleiche Aussagensymbole sind natdrlich gleiche Aussagen zu nehmen) und ergibtt sich aus
A fir jede solche Wahl eine wahre Aussage, deren Wahrheitswert W sich allein
mithilfe der Wahrheitstafeln (1) und (2) bestimmen 14B8t, so nennt man A eine

Tautologie.
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!
ir jene, die Genauigkeit lieben: Wir definieren "aussagenlogisch unzerlegbare %
sstandteile einer Formel A", kurz aub(A), rekursiv wie folgt: g
aub(p;) = {p;}; aub(OB) = {dB}; aub(<B) = aub(B); ¢
aub(BAC) = aub(BVC) = aub(B-C) = aub(B) U aub(C)
ine "Belegung ¢ fir A" sei eine Funktionvon aub({A) in {w,F}. Wir setzen ¢ fort
1f die Menge aller Teilformeln von A mithilfe der folgenden rekursiven Definition:
%
W wenn B = F i
¢B ={ _
F wenn B =W ;
W wenn (B =W und @C =W i
A =
® (B AC) { F sonst
W wenn B =W oder ¢C = W
v =
©BVC) { F sonst
W wenn @B =F oder OC = W
eB-C) ={ F wenn YB =W und @C = F
.1t dann @A = W fir jede Belegung ¢ fir A, so heiflt A Tautologie.]
. wir die klassische Aussagenlogik (und insbesonders die materiale Implikation)
vibehalten und erweitern wollen, wihlen wir als Axiome zundchst der Einfachheit
\lber gleich alle Tautologien. Welche speziellen Axicme bieten sich nun far [J an?
.xr wdhlen zunichst
. ¢
.0) Oa-»na
1) QO@-B) » (a » 0Ob) 5
e uns plausibel zu sein scheinen. Wie stehts aber z.B. mit folgenden Formeln? i
2) OaA - ODA (15) 0&a -+ O0A i
3) A- [0OA (16)  OOA - O<aA £
4) oA OOA (17) O;ve) » (Jav OB)
i die Vorstellungen, die man mit dem Wort "notwendig" verbindet, vage und un- %
nheitlich sind, wird man manchmal dazu neigen, die eine oder andere dieser ;
rmeln zu akzeptieren und ein anderes mal sie wieder zu verwerfen. Deshalb ¥

t eben schon Lewis 5 Varianten angeboten! Um sein System S4 zu erhalten, nehmen
r als Axiome (10), (11) und (12); figen wir noch (13)’hinzu, bekommen wir S5;

eiben wir bei (10) und (11), ergibt sich das System T.
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yns fehlen noch Ableitungsregeln. Da wir ein logisches Axiomensystem aufbauen

wollen, in dem nur Formeln herleitbar sind, die notwendigerweise wahr sind,

fahren wir die sog. Necessierungsregel E?;—neben der Abtrennungsregel §—£%;1EL

ein. Es stellt sich dann heraus, daB z.B. die Formeln
AR, [AAB) «+ (UAAOB), O(AVB)« ©Av OB)

in T herleitbar sind, in S4 die Formel [JOA +»> OOOSA, in 85 die Formeln (14),
(16) und (17), nicht aber (15) und (QAA OB)-» O(AAB). -

pa die Beantwortung der Frage, welche Axiome man akzeptieren mdchte, von den chen
erwdhnten vagen und uneinheitlichen Vorstellungen von "notwendig" abhdngt, hat
man in Anschluf an Lew;s im Lauf der Zeit weit mehr als hundert Systeme und
Systemklassen entwickelt und untersucht, ihre Beziehungen zueinander betrachtet,
sich lberlegt, welche Gesetze fir D unter welchen Voraussetiungen (Axiomen) her-
leitbar sind (hitten Sie sofort gesehen, da8 (17) in S5, nicht aber in S4 her-
leitbar ist?) und ob man Verfahren finden kann, die es zu entscheiden gestatten,
ob eine beliebig vorgelegte Formel in einem bestimmten System abgeleitet werden

kann. Fir eine zunehmende Heiserkeit der Raben war gesorgt.

pDie Situation anderte sich gfundlegend um 1960, als es mehreren Logikern unabhingig
voneinander gelang, eine prdzisere Semantik (d.h. eine genauere Intexpretation von
[J) f4r unsere formale Sprache zu entwickeln. Schon 1947 hat R, Carnap Ansatze

in diesef Richtung gemacht und 1957 hat S. Kanger den wesentlichen Fortschritt,

der jedoch zuwenig Beachtung fand, erzielt; der eigentliche Durchbruch gelang

S. Xripke in mehreren Arbeiten aus den Jahren 1959 bis 1963, Die Grundidee geht

auf Leibniz 2zurlck:: Eine Aussage ist notwendigerweise wahr, wenn sie in allen
mdéglichen Welten wahr ist., Was aber ist eine m&gliche Welt? ﬁetrachten wir etwa

folgende Aussagen:

Der Planet Venus hat keinen Mond.
Napoleon hat die Schlacht von Waterloo verloren.

Im April 1982 findet eine Lehrerfortbildungstagung in Wien statt.

Diese Bussagen sind zwar wahr, aber nicht notwendigerweise wahr - wir kdénnen uns
vorstellen, daB die Venus sich einen Planetoiden als Mond einfdngt, Napoleon die
Schlacht von Waterloo gewonnen hat6 und die fragliche Lehrerfortbildungstagung

in einem anderen Monat stattfindet. (Es geht hier natiirlich niéht darum, inwieweit
unsere Welt decterminiert ist, sondern um die logische Moglichkeit - ob sich ein
logischer Widerspruch ergibt, wenn wir annehmen, die eine oder andere dieser Aus-

sagen sei falsch.) Wir kénnen uns die reale Welt durch eine Menge M von solchen
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Aussagen, die in ihr wahr sind, beschrieben denken; wir kdénnen weiters voraussetzen,
daB die Aussagen in M logisch voneinander unabhingig sind (wir werfen solche, die
aus anderen logiséh folgen, einfach hinaus). Ersetzen wir nun keine, einige oder
auch allc Aussagen aus M durch ihre Negation, so erhalten wir die Beschreibung
einer"méglichen Welt". Ist eine Menge M von Aussagen pl,pz,p3,... gegeben (die
Beschrankung auf abzdhlbar unendlich viele ist unwesentlich), wobei keine aus den
tbrigen logisch folgt, so beschreibt jede Teilmenge o von M diejenige mdgliche

Welt, in der alle Aussagen aus O wahr und die aus M\a falsch sind. Wir identifizieren
zunachst einmal der Einfachheit wegen eine mégliche Welt mit ihrer éeschreibung

o und definieren nun eine zweistellige Funktion ¢, die jeder Formel A unserer
formalen Sprache und jeder méglichen Welt & einen Wahrheitswert @(A,x) zuordnet;
©(A,0) = W soll ausdricken: "A ist in der méglichen Welt o wahr". Ist A ein Aus-

Py

sagensymbol pi, so setzen wir natiirlich

(P(pi.a)={w wenn p, €

F wenn P, t«a

Ist A von der Gestalt =B, (BAC), (Bv C) oder (B-;»c) und sind @ (B,a) und @(C,x)
gegeben, so wird ¢{A,a) mittels Wahrheitstafel definiert. So gilt z.B.

F
W

W wenn Q)(I;!,'a)

(p("lBra):{
F wenn @(B,x)

oder anders geschrieben:

(B, a) ' @ (Bj)

W F
F

von besonderem Interesse ist nun natiirlich der Fall, wo A von der Gestalt [JB ist.

Entsprechend der Leibnizschen Idee setzen wir:

©(DB,a) =‘{ W wenn w(E,B)
F wenn @(B,B) = F fir ein BcM

W fir alle Bc M

Nennen wir eine Formel A nun modallogisch allgemeingiiltig, wenn stets @(aA,q) = W

gilt, so lassen sich die beiden folgenden Satze beweisen:

Addquatheitssatz fiir S5. Jede in S5 herleitbare Formel ist modallogisch allgemein-
giltig. .
Vollstindigkeitssatz fiir S5. Jede modallogisch allgeméingiiltige Formel ist in S5

herleitbar,

L R AT A

i o R i i P e b R
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(Dex Beweis des ersten dieser beiden Sidtze erfolgt durch s0g. Herleitungéinduktion,
der Bewels des zweiten Satzes ist etwas Vefwickelter.) Daﬁit haben wir f4r das
system S5 eine "angemnessene" Semantik gefunden: Die in S5 herleitbaren Formeln
pringen gerade jenc logischen Gesetze zum Ausdruck, die fir den Leibnizschen

Noﬁwendigkeitsbegriff gelten.

konnen wir auch fir die anderen bisher entwickelten Modalsysteme wie T und S4 eine
solche angemessene Semantik angeben? Dazu kehren wir zu unseren heuristischen Vor-
petrachtungen Uber mdgliche Welten zurick: Wenn wir uns den Zustand unserer Welt
su bestimmten Zeitpunkten durch Aussagen beschrieben denken, so ist etwa jetzt die
aussage "Napoleon hat die Schlacht von Waterloo verloren" wahr und es ist nicht
méglich, daB diese Aussage zu einem spdteren Zeitpunkt falsch ist - egal, wie

sich unsere Welt ab jetz£ weiter entwickelt. Zum Jahresanfang 1815 war aber eine
Entwicklung mdéglich, die zu einem Sieg Napoleons bei Waterloo gefihrt héatte.
Ein Zustand unserer Welt, in dem Napoleon Sieger von Waterloo ist, ist somit
relativ méglich zum Zustand unserer Welt bei Jahreskbeginn 1815, jedoch nicht
méglich relativ zum jetzigen Weltzustand. Wir stellen uns daher nun unter mdglichen
Welten Zustdnde im Laufe mdglicher Entwicklungen vor, und manche dieser Zusténde
xénnen zueinander in der Relation der “"relativen Moglichkeit®” stehen. (Wem die
Physik lieber als die Geschichte ist, der denke an physikalische Zustdnde, die
relativ zu bestimmten Anfangszustdinden mdglich sind.) Wiederum kommt es uns
natiirlich nicht darauf an, was diese mdglichen Welten sind - wir gehen einfach

von einer nicht leeren Menge W aus, deren Elemente wir "mOgliche Welten" nennen,
und‘auf der eine zweistellige Relation R definiert ist. Gibt es weiters noch

eine Funklion @, die jedecm Py und jedem & ¢ W einen Wahrheitswert w(pi,a) zuordnet,
so nennen wir das Tripel (W,R,Q) einKripkemodell. Wir definieren dann ¢ (A,x)

fir beliebige Formeln A rekursiv wie folgt: Ist A von der Gestalt 1B, (BAC),
(BvC) oder (B-C) und sind ©(B,a) und @(C,a) gegeben, so wird Q(A,x) mittels

Wahrheitstafel definiert; ist A von der Gestalt [IB, so'sei

fxD(DB,a)={w wenn ¥ B(Aus aRB folgt ©(B,8) = W)
F wenn I B@RBund ¢(B,8) = F)

Wir nennen A gililtig in (w,R,(p), wenn @ (A,a) = W fir alle a € W gilt. Es laBt sich

dann zeigen:

{d(A->B) -+ (Ja-» [OB) ist in allenKripkemodellen glltig.
Ja - a ist in allenKripkemodellen gliltig, wo R reflexiv ist.
ga-Od0na ist in allenKripkemodellen giltig, wo R transitiv ist.

A- JCnA ist in allenKripkemodellen giiltig, wo R symmetrisch ist.
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yOA - 0O¢A ist in allenKripkemodellen giltig, wo R lckal konvex ist

(d.h., istaRP und&RY , so gibt es ein § mit BR'S und Y RS)

(J(0J(an » JA) » A) » A ist in allenKripkemodellen giltig, wo R eine terminale

Ordnungsrelation ist (d.h., R ist reflexiv, transitiv, anti-

symmetrisch und es gibt keine unendliche Folge {di}

o, RA, und «, # a, ).
b8 1+ 1 1

1 +1

mit

O(Oa-A)»0a ist in allen Kripkemodellen giltig, wo R irreflexiv, transitiv

und terminal (eine irreflexive terminale Ordnung) ist.

2s entsprechen somit bestimmten Formeln bestimmte Eigenschaften von R! Es laBt

sich aber zeigen, daB es keine Formel gibt, die die Irreflexivitat von R aus-

iriickt, und daB manche Formeln wie z.B. die beidcn letzten keinen Eigenschaften

son R entsprechen, die man auf der ersten Stufe definieren kann - d.h. nur mit-

1ilfe von Quantoren fir Elemente aus W und Junktoren (um “terminal" zu definieren,

sendtigt man einen Quantor fir Teilmengen von W; solche Eigenschaften "zweiter

stufe" sind komplizierter). Dies sind nur zwei einfache Beispiele aus einer

*ille interessanter logischer Probleme, die sich hier ergeben. Fir die Systeme

I und S4 gelten nun:

1didquatheitssatz fir T bzw. S4. Jede in T bzw, S4 herleitbare Formel ist in allen

ripkemodellen giiltig, in denen R reflexiv hzw. reflexiv und transitiv ist.

rollstdndigkeitssatz fir T bzw. S4. Jede Formel, die in allen Kripkemodellenmit

reflexivem bzw. reflexivem und transitivem R giltig ist, ist in T bzw.

S84 herleitbar.

{(Wiederum ist der erste dieser beiden Sitze relativ einfach durch Herleitungs-

induktion zu beweisen, wihrend der Beweis des zweiten Satzes etwas anspruchsvoller

ist.) Fir S5 ergibt sich ein weiteres solches Satzpaar, wenn man Kripkemodelle

setrachtet, in denen R cine Aquivalenzrelation ist,

Im AnschluB an diese Beziehungen zwischen Syntax (Formeln, Systeme) und Semantik

'Kripkemodelle) konnten zahlreiche weitereUntersuchungen angestellt, viele Fragen

jeklart und neuc aufgeworfen werden. So konnte man z.B. "unvollstindige" Systeme

ingeben, die sich durch keine Klasse von Kripkemodellensemantisch charakterisieren

lassen. Untecr Verwendung einer geeigneten allgemeinen Definition eines modal -

logischen Systems konnte der Verband der Modallogiken betrachtet und so eine

‘heorie der aussagenlogischen Modalsysteme entwickelt werden7.

{ir haben bisher nur von der modalen Aussagenlogik gesprochen. Schon in der antiken

ind scholastischen Zeit hat man aber modale Logik auch mit Quantorenlogik kombi-

liert. In der modernen Logik war dies vor 1967 nur vereinzelt der Fall; seither

sber wurden auch die relativ komplizierte modale Prddikatenlogik und sogar die

1odale Typentheorie aucgebaut und untersucht; dabei gelang es, den schwierigen

legriff der Intension in préziser Weise wenigsters partiell zu erfassen und somit

wich fiir jene Berciche rin logisches Werkzeug zur Verfigung zu stellen, wo das

R S
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R
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pxtensionalitatsprinzip eine zu grobe Vereinfachung darstellt. (Man spricht dahex

nier auch von intensionaler Logik im Unterschied zu klassischen.) So spielt dic

modale Typenlogik z.B. in der Linguistik im Rahmen moderncr Grammatikitheorien
eine wichtige Rolle.e

winrend diese intensionale Logik eine Ergdnzung und Verfeinerung der klassischen
rLogik darstellt, entwickelte der auf Brouwer zurickgehende Intuitionismus eine
Alternative zur klassischen Logik. Wie eingangé schon angedeutet, spielt hier

nicht die Wahrheit bzw. Falschheit, sondern die éeweisbarkeit bzw. Widerlegbarkeit
pathematischer Aussagen die tragende Rolle. Es gibt ja zahlreiche einfach formuliex-
pare mathematische Aussagen, die zu beweisen oder zu widerlegen man sich seit Jahr-
punderten erfolglos bemiht - z.ﬁ., ob es unendlich viele Primzahlzwillinge oder
primzahlen der Form n24~1 gibt, ob alle vollkommenen Zahlen gerade sind, die
Fermatsche oder Goldbachsche Vermutung. Betrachten wi; etwa die letztere: Warum
sollten wir eigentlich annehmen, daB sie beweisbar oder widerlegbar ist? Fir einen
Beweis wirden wir ein allgemeines zahlentheoretisches Gesetz bendtigen, aufgrund
dessen sich zeigen 1aBt: Jede gerade Zahl >4 ist Summe zweier Primzahlen. Fir

eine Widerlegung brauchen wir ein Gegenbeispiel. Aber es.kénnte ja sein, daB
nzufdllig" alle geraden Zahlen 24 Summe zweier Primzahlen.sind, ohne dafl dies
aufgrund eines allgemeinen zahlentheoretischen Gesetzes oder Axioms der Fall

ist, und wobei dann natiirlich kein Gegenbeispiel existiert; jemand, der unendlich
viel Zeit und Papier hat, kénnte alle geraden Zahlen durchgehen und feststellen,
daf éoldbachs Vermutung stimmt - aber fir uns, da wir nur endliche éeweise fdhren
kénnen, ist die Alternative "beweisbar oder widerlegbar" in diesem Fall nicht
vollstiandig. Es gibt aber dann auch keinen Grund anzunehmen, dafl ein Satz beweis-
bar oder beweisbarerweise unbeweisbar ist - wie es in Hilberts optimistischen
klassischen Ausspruch steckt: "In der Mathematik gibt es kein Ignorabimus!"
(Hilbert sah auch den Beweis der Unldsbarkeit eines Problems als Ldsung an.)

Xehren wir nun zum System S4 zurick! Lesen wir [J ganz naiv als "beweisbar", dann

~N

gehen die Axiome
Da-»>Aa [a-B) » ((OJA » UB) Oa - J0aA

in intuitiv "wahre" Formeln Gber, und auch die Necessierungsregel ist bel dieser

i
fe)
o

Interpretation plausibel (Ist A hergeleitet, so gibt es einen Bewels von A, als
[OA). Ersetzen wir nun die Behauptung der Wahrheit einer Aussage durch die Be-
hauptung threr Beweisbarkeit und fassen wir auch die Junktoren‘in diesem Sinn auf
{sie liefern wieder Beweisbarkeitsbehauptungen), so kdnnen wir dies im Rahmen von
54 dadurch explizit auasdricken, daBl wir jeder aussagenloygischen Formel A eine

; C o * .
aodallogicche Formel A induktiv folgendermaBen zuordnen:
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12 sei ljpi; (1B) sei [hB ;

* % * :
(Bo C) sei (B o C ), wobei o fir A,v¥ und - steht

(A* entsteht somit aus A, indem man vor jede Teilformel von A ein [ setzt.)

Wir interesgsieren uns nun fur jene Formeln A, fir die A* in 54 herleitbar ist.
Betrachten wir etwa (p.V“1p.), also ld([]p.v J- [lp,) ("Man kann beweisen, daB
p beweisbar oder beweisbarerweise unbeweisbar ist" - dllberts non- Ignorablmus'):
es ist in S84 nicht herleitbar! Gleiches gilt far (“ﬂpi =Py ) und (p v (p - p ))
fGr i # 3 . Hingegen ist (p - ﬁ“1pi) und (ﬂ(p A p, )f*ln Sd herleitbar. Es 1st
daher bei diesex Bewelsbarkelt51nterpretatlon von S4 naheliegend zu vermuten, daB
hier ein Zusammenhang mit der intuitionistischen Logik besteht. Ein Axicmensystem
fir diese Logik wurde erstmals von A. Heyting 1930 angegeben; es 1l&8t sich nun
zeigen, was Godel schon 1933 ochne ﬁeweis formuliert hat: Eine Formel A ist in

der intuitionistischen Logik genau dann herleitbar, wenn A* in S4 herleitbar ist.
(Dieser Satz gilt auch fiir die Pradikatenlogik.) Damit haben wir nicht nur eine
plausible Interpretation fiir die intuitionistische Logik gefunden - wir kdnnen
auch die prazisere Kripke-Semantik von S4 auf diese Logik tbertragen! Intuitiv
kann man sich hier unter "m&glichen Welten" mdgliche Entwicklungsstadien einer
Wissenschaft vorstellen (d.h. mdgliche Anhdufungen des Wissens in Form von Aus-
sagen: man identifiziere ein solches EntwiCklungsstadium mit der Menge der in ihm
als wahr bekannten Aussagen). R ist die zeitliche Ordnung dieser Stadien und
@(A,x) = W drickt aus, daB A in a als wahr bekannt ist. (@(A,a) = F besagt dann,
daB A in a (noch} nicht als wahr bekannt ist.) Die Formeln der intuitionistischen
Logik sind dann gerade jene, deren Wahrheit bei allen méglichen Entwicklungen von
vornherein feststeht. Es gilt somit auch hier ein Addquatheits~ und Vollstandig-

keitssatz, der sich auch auf die Pradikatenlogik ausdehnen 1&it.

paB es zu jedem mathematischen Axiomensystem von hinreichender Stdrke (dies kann
prazisiert werden) einschlidgige Sdtze gibt, die aufgrund der Axiome weder beweis-
bar noch widerlegbar sind, ist gefade der Inhalt des ersten Gédelschen Unvoll-
stdndigkeitssatzes (1931). G&del geht von einer Version des Peanoschen Axiomen-
‘systems fir die natirlichen Zahlen aus und ordnet jeder Formel und Formelfolge
mithilfe der Primfaktorzerlegqung umkehrbar eindeutig und in berechenbarer Weise
natiirliche Zahlen zu, die man "G&delnummern" der betreffenden Formel (folge)n nennt.
Mit einigem Aufwand, der dem G3delschen Beweis den Ruf der Kompliziertheit ein-
getragen hat, kann man zeigen, daB man die Relation "n ist die Godelnummer cines
Beweises der Formel mit der Gddelnummer m" durch eine zahlentheoretische Formel
(in der Sprache des Peanoschen Axiomensystems) reprdsentieren kann (Beweise kann

man als spzielle Formelfolgen auffassen); wir kiirzen diese Formel durch Bew({n,m) ab.




pann drickt die Formel 3 x Bewx,m)im Peanoschen System aus, daB die Formel mit
der Nummer m beweisbar ist. Welche "Gesetze" gelten fir dieses "Beweisbarkeits-
pradikat"? Es sei ¥ eine Abbildung, die jeder Formel der modalen Aussagenlogik

eine Formel des Peanoschen Axiomensystems zuordnet, wobei gilt:

W(pi) sei eine zahlentheoretische %ussage, aufgefat als Formel

im Peanoschen System; )
v (A) sei P (A), Y(AoB) sei Y(A)o w(ﬁ), wo o fir A,V und N steht
Y (0A) sei 3xBew(x,g(A)) wo g(A) die G3delnummer von A ist (genauer:

deren Ziffer).

Es konnte nun Solovay 1976 zeigen, daf eine Formel A genau dann in einem bestimmten
modallogischen System G herleitbar ist, wenn fir jede solche Abbildung ¢ die Formel
$(A) in Peanos Axiomensystem beweisbar ist. Dieses (nach G&del so benannte) System

¢ hat als Axiome neben den klassischen Tautologien
C(A-B) - ([@a» OB) JWa-»A)> DA

(und als Regeln die Necessierungs- und Abtrennungsregel). Dabei druckt das

zweite dieser beiden Axiome den sog. Satz von LSb aus, der alseine Verallgemeinerung
der beiden G&delschen Unvollstiandigkeitssdtze angesehen werden kann; auch Gddels
satze kann man in G ausdriicken und Teile des G&delschen Beweises haben ihre Ent-
sprechung im System G (so etwa das sog. Diagonallemma, das in Beziehung steht

zum Bethschen Definierbarkeitssatz flir G). Weiters ist hier von Interesse, daf

G entscheidbar ist und durch Kripkmodelle, bei denen R eine irreflexive terminale
ordnung ist, vollstdndig charkatierisiert werden kann?

Kehren wir nochmals zum System S4 zurick! Man kann das Axiom {(11) auch ersetzen

durch die Formel

U A By« (LJA A [IB)

Bekanntlich entspricht die klassische Aussagenlogik der Booleschen Algebra;
interpretieren wir {j als Kernoperator, so besteht eine analogepBeziehung zwischen

S4 und topologischen Booleschen Algebren%o

Diese kurze Vorstellung der Modallogik muBte sich naturgemdBf auf einige wenige
relativ einfache Punkte beschréanken. Ich hoffe dennoch, da ich Ihnen ein Bild
von der dynamischen Entwicklung und der lebendigen Vielfalt dieser logischen
Disziplin vermitteln konnte. Aus der Analyse des Notwendigkeitsbegriffes ergaben
sich Berihrungspunkte mit Grammatiktheorien, Intuitionismus, éeweistheorie,

Topologie - von der Philosophie und der Verwandtschaft mit der deontischen und
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juristischen Logik ganz zu schweigen (in manchen Systemen der Modallogik kann g
als "geboten" und ¢ als "erlaubt" gelesen werden). Die klassische Pradikaten-
logik kombiniert Einfachheit mit weitreichenden nichttrivialen Anxind‘-mgsméq—
lichkeiten und reicht fir den Aufbau der klassischen Mathematik zwar vollig aus,
doch ergeben sich auch hier, wie wir am Beispiel des Systems G und der topclo-
gischen Interpretation von S4 gesehen haben, unerwartete Querverbindungen zur
Modallogik. Dariilber hinaus gibt es, unabhdngig von jeder Anwendung, in diesem
Teil der Logik eine Fllle interessanter logischer Probleme,

s
«T

x

e i
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apporkungen

1

1m 3. Band des Oberstufen-AHS-Lehrbuches taub (1980) wird, im Cegensatz zun

1. Band, Laub (1978), S$.4, und zu éﬁrger/?ischer/Malle {1980), die materiale
fmplikation "Subjunktion" genannt und mit "Implikation" eine tautologische
subjunkticn bezeichnet - ein Sprachgebrauch, der in der internationalen
logischen Literatur wenig Ublich ist und sich hier in dhnlicher Weise nur

pei Lorenzen und seinen Schiilern findet. Ubrigens ist der Hinweis, die Binde—
worter "wenn - so” wirden in der Umgangssprache kausal verwendet, wobei der
vordersatz die Ursache sei (gemeint ist wohl: ausdrickt) und der Hintersatz

die Folge (beschreibt), in dieser Allgemeinheit nicht ganz zutreffend. "Wenn
ich ein Vdglein war' ..." Das Vogelsein ist zweifellos nicht die Ursache, zur
geliebten Person zu fliegen, sondern eine hiefdr ginstige ﬁedingung. Ganz all-
gemein ist festzustellén, daB die Wahrheitstafelmethode flr die Logik untypisch
und geeignet ist, einen ziemlich irrefihrenden Eindruck von dieser Wissenschaft

zu vermitteln.

Insbesonders findet sich in den genannten AHS-Lehrblichern nur klassische Mathe-~
matik und kein Hinweis auf mdgliche Alternativen. (Im 3. Heft des IV. Teiles von
raub (1976) gab es auf S. 1 f noch einige Andeutungen.) An prominenten Mathe-
matikern, die auBerhalb der eigentlichen intuitionistischen Schule einen nicht-
klassischen Standpunkt vertreten haben, seien etwa Kronecker, Poincaré und

H.Weyl genannt.

G. Frege (1879) stellt nach Boole den ersten Hohepurkt in der Entwicklung der
modernen Logik dar. In weiteren Werken versuchte Frege, die Mathematik auf die

Logik zuriickzufihren ("Logizismus").
Bochenski (1970), S. 134 f.

Vgl. Lewis/Langford (1932). Eine einfihrende modernere parstellung der Lewis'schen

und anderer Systeme findet man in Hughes/Cresswell (1968).
vgl. Stefan Zweigs “Sternstunden der Menschheit®.
Vgl. dazu Chellas (1980) und Rautenberg (1979).

vgl. dazu Link (1979) und Gallin (1975). Zur Interpretation des "Wenn - dann" in

irrealen Konditionalsdtzen im Sinne der Kripkesemantik vgl. Lewis (1973).

Vgl. ctwa Boolos (1979). Eine weitere kalkilltheoretische Interpretation eines
¥odaloperators findet man - neben einer epistemischen und einer sachverhaltstheoreti-~

schen - in Christian (1972), S. 141 ff.
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10 vgl. dazu etwa Rasiowa/Sikorski (1968), Schitte (1968).

11 Als erste Einfihrung in die Modallogik eignet sich Hughes/Cresswell (1968)
(deutsche {Ubersetzung bei Walter de Gruyter). Weiter fihren - allerdings nur
im Rahmen der Aussagenlogik - Chellas (1980) und, etwas anspruchsvoller,
Rautenberg (1979); das erste behandelt auch deontische Logik, das zweite
auch mehrwertige und intuitionistische Logik. Schiitte (1968) bringt vor allem
intuitionistische und modale Pradikatenlogik auf der éasis von T und S4. Die
Auffassung des quantorenlogischen Modalkalkiils als formale Theorie (und nicht
als Teil der Logik) findet man in Christian (1972), wo sie auch als Ausgangs-
punkt der Entwicklung einer Pradikatoidenlogik dient.
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